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1 はじめに
決定論的なカオス素子により構成された結合写像格子 (CML)[1]や大域結合写像系（GCM）
[2]は系を構成する素子から想像のできない多様な振る舞いを示す事が知られている [3, 4]．こ
のような特徴から CML や GCM は基礎方程式の存在の有無に関わらず，カオス的な特徴を
持つ多くの大自由度系（例えば、乱流 [5]，生態系 [6]，脳 [7]，化学反応系 [8]，社会・経済系
[9]など）の抽象的なモデルとしてしばしば取り扱われる．特に，社会・経済系においてはイ
ンターネットや計測・センサー技術の進展によるデータの蓄積等に伴い精度の良い社会行動の
分析が可能となりつつある [10]．その結果，人間の幾つかの行動は単なるランダムネスではな
く，過去の行動履歴を長期に渡って引きずる特徴（長時間相関）を持っていることが明らかに
されている．このような長時間相関は時系列のパワースペクトルや相関関数のべき的な振る舞
いにより特徴づけられる [11]．
上記の背景を踏まえ，本研究では長時間相関を持つカオス素子の特性が他のカオス素子に与
える影響を定量的に調べることを目的とし，長時間相関を持つカオス素子と長時間相関を持
たないカオス素子の 2 つの素子により構成される CML 上の情報の流れを数値計算により調
べた．
2 長時間相関を持つ結合写像格子（CML）
本研究では，長時間相関を持つカオス素子の結合強度と情報の流れの関係を明白にするた
め，2つのカオス素子が対称に拡散結合した CML
xt+11 = f1(x
t
1) + k{f2(xt2)− f1(xt1)}
xt+12 = f2(x
t
2) + k{f1(xt1)− f2(xt2)}
(1)
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を用いる．xti ∈ [−1, 1]は時刻 tにおける素子 i = 1, 2の状態であり，k は素子間の結合強度
である．また，fi(x)として変形ベルヌーイ写像 [12]
fi(x) =
{
x+ (1 + x)B (−1 ≤ x < 0)
x− (1− x)B (0 ≤ x ≤ 1)
(2)
を採用する（Y.Aizawa が提案したモデル [12] は fi(x) ∈ [0, 1] で定義されているが，本研究
では変数変換を施し，fi(x) ∈ [−1, 1]とした）．B はコントロールパラメータであり，B = 1.0
のときはベルヌーイ写像に対応する．図 1 は式 (2) のリターンマップであり，点線（青）は
B = 1.0（つまり，ベルヌーイ写像）であり，実線（赤）は B = 2.0の変形ベルヌーイ写像で
ある．B を大きくするほど写像が湾曲し y = xに近づくため，xt と xt+1 の差が小さくなり，
xt 時間変動が小さい領域（laminar相）が拡大する．この効果により，時間相関を持つ xti の
時系列が生成される．
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図 1 変形ベルヌーイ写像のリターンマップ．点線（青）はベルヌーイ写像 (B = 1.0)を表
し，実線（赤）は変形ベルヌーイ写像 (B = 2.0)を表している．
si ≡
{
−1 (−1 ≤ xi < 0)
+1 (0 ≤ xi ≤ 1)
(i = 1, 2), (3)
ここで，補助変数 si（本研究では”スピン”と呼ぶ）を導入する．本研究では xi の時系列そ
のものを取り扱わず，スピン si の時系列を取り扱う．このように 2値にシンボル化すること
で次節で紹介する Transfer Entropyを用いることが可能となる．ここでは，先行研究 [13]に
より既に知られている変形ベルヌーイ写像により生成される si の時系列の特徴を紹介する．
（xi の時系列の特徴は Appendix Aを参照のこと．）
図 2（(a)B = 1.0，(b)B = 2.0）は si の典型的な時系列であり，(a)と (b)を比較すると (b)
の時系列は +1（もしくは −1）の持続時間が拡大していることが分かる．この領域は xi の時
– 35 –
武蔵野大学数理工学センター紀要 No.5 (2020)
系列における laminar相に対応する領域であり，パラメータ B によりその領域の大きさをコ
ントロールできる．続いて，この持続時間をmとしその分布 P (m)を表したものが図 3であ
る．(a)はベルヌーイ写像 (B = 1.0)により生成された si の持続時間分布である．よく知られ
ているようにこの持続時間分布は，長時間相関を持たない確率過程の典型的特徴である指数関
数的減衰を示す．一方，(b)変形ベルヌーイ写像 (B = 2.0)により生成された si の持続時間分
布はベキ的な減衰を示し，その時系列には長時間相関があることを示している．このように，
変形ベルヌーイ写像のパラメータ B を調整することで，長時間相関のある si の時系列が生成
される．
t t
図 2 スピン si の典型的な時系列．(a) ベルヌーイ写像 (B = 1.0)，(b)変形ベルヌーイ写像 (B = 2.0)
図 3 スピン si の持続時間分布 (両対数表記)．(a) ベルヌーイ写像 (B = 1.0)，(b)変形ベ
ルヌーイ写像 (B = 2.0)
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3 Transfer Entropy
本節では，前節で導入したモデル上での情報の流れを定量的に計測する指標を導入する．一
般に時系列データから因果関係を見つけることは困難であるが，古くから指標の提案が行われ
ている [14]．本研究では，情報理論の観点から 2 つの時系列間の”因果性”(情報の流量) を定
量化した Transfer Entropy (TE)を用いる [15]．TEは統計モデル（予測モデル）を仮定する
ことなく時系列データのみからその量を計算できることや情報論的な解釈が容易であること
から，神経系 [16]，情報熱力学 [17]，金融システム [18]など多くの分野で取り扱われている．
Transfer Entropyは幾つかの条件下（例えば，XOR素子により構成された系）では情報の流
れを適切に表現できないことが指摘されているが [19]，本研究で用いたモデルはこの例に当て
はまらない．本節では TEのコンセプトを理解するため，先行研究 [15]に従いシャノンの情報
エントロピーから順に説明し，最後に TEの定義を示す．
離散確率変数 X の中で，X = x となる確率 p(x) とすると，情報理論より情報量 I(x)
は I(x) ≡ − log2 p(x) となる．また，情報エントロピー HX は I(x) の期待値として定
義され，HX ≡
∑
x p(x)I(x) = −
∑
x p(x) log2 p(x) となる．この HX は情報の不確か
さの程度を表し，p(x) が一様分布であるとき最大値を取る量である．次に，X と異なる
離散確率変数 Y を考え，Y = y となる確率を p(y) とする．この時，x および y が同
時に実現する同時確率 p(x, y) についても情報エントロピー（結合エントロピー）を定義
すると，HXY ≡ −
∑
x,y p(x, y) log2 p(x, y) となる．この時，もし x と y が独立ならば
p(x, y) = p(x)p(y) となり，結合エントロピーは H∗XY = −
∑
x,y p(x, y) log2 p(x)p(y) とな
る．ここで，HXY および H∗XY を用いて，相互情報量は下記のように定義される
MXY ≡ H∗XY −HXY =
∑
x,y
p(x, y) log2
p(x, y)
p(x)p(y)
. (4)
X と Y が独立である場合にMXY = 0となり，Y (もしくは X)を得たときに X(もしくは
Y )の不確かさ (情報エントロピー)が減少する量を示している．式 (4)より相互情報量MXY
はあくまで相互に依存する対称的な量であり MXY = MY X となることが分かる．つまり，
X → Y または Y → X といった方向を持たない量であることに注意する必要がある．
続いて，時系列データについて考える．時刻 tにおける離散確率変数Xt に対して，Xt = xt
となる確率を p(xt)とし，t+ 1時刻においてXt+1 = xt+1 が実現する確率が u時刻前までに
依存する場合，条件付確率は p(xt+1|xt(u))となる（ここで，xt(u) = (xt, xt−1, · · · , xt−u+1)
とした）．この時，条件付確率の情報エントロピー (条件付きエントロピー)は
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hXt+1|Xt(u) ≡ −
∑
xt(u)
p(xt(u))
∑
xt+1
p(xt+1|xt(u)) log2 p(xt+1|xt(u))
= −
∑
xt+1,xt(u)
p(xt+1,xt(u)) log2 p(x
t+1|xt(u))
(5)
と定義される．Xt と同様に時刻 t における離散確率変数 Y t = yt となる確率を
p(yt) と定義し，条件付確率 p(xt+1|(xt(u),yt(v))) について考える (ここで，yt(v) =
(yt, yt−1, · · · , yt−v+1) とした)．この時，p(xt+1|(xt(u),yt(v))) についての条件付きエントロ
ピーは，hXt+1|(Xt(u),Y t(v)) ≡
∑
xt+1,xt(u),yt(v) p(x
t+1,xt(u),yt(v)) log2 p(x
t+1|(xt(u),yt(v)))
となる．また，xt+1と yt(v)が独立ならば p(xt+1|(xt(u),yt(v))) = p(xt+1|xt(u))となり，この
時の情報エントロピーは h∗
Xt+1|(Xt(u),Y t(v)) ≡
∑
xt+1,xt(u),yt(v) p(x
t+1,xt(u),yt(v)) log2 p(x
t+1|xt(u))
となる．ここで，TEは次のように定義される
TY X ≡ h∗Xt+1|(Xt(u),Y t(v)) − hXt+1|(Xt(u),Y t(v))
=
∑
xt+1,xt(u),yt(v)
p(xt+1,xt(u),yt(v)) log2
p(xt+1|(xt(u),yt(v)))
p(xt+1|xt(u))
,
TXY ≡
∑
yt+1,xt(u),yt(v)
p(yt+1,xt(u),yt(v)) log2
p(yt+1|(xt(u),yt(v)))
p(yt+1|yt(v))
.
(6)
式 (4)，(6)を比較すると分かるように，相互情報量MXY と異なり一般的に TEは TY X ̸=
TXY となり非対称である．この非対称な TEの性質が情報理論の観点から情報の流れの向き
を論ずる枠組みを提供する事につながっている．本研究では u = 1，v = 1の最もシンプルな
TEを用いて情報の流れを計測した．
4 Transfer entropyを用いた情報の流れの計測
本節では TE を用いた CML 上における情報の流れの計測結果を示す．本研究では (1) ベ
ルヌーイ写像 (B = 1.0) の結合系 (B-CML)，(2) 変形ベルヌーイ写像 (B = 1.5) の結合系
（M-CML），(3)ベルヌーイ写像と変形ベルヌーイ写像の結合系 (BM-CML)の 3種類の CML
について TE を計測し比較を行った．本研究では結合強度 k は素子に依存せず常に対称性を
保っている．また，以降の数値計算結果はすべてステップ数 T = 107 回，サンプル数 10の平
均値である．
図 4は B-CMLおよびM-CMLの TEの k依存性である．Tij は素子 iから素子 j への TE
であり，上付き添え字 B，M，MBはそれぞれ B-CML，M-CML，BM-CMLの TEであること
を意味する．実線（青色）および破線（オレンジ）は TB21 および T
B
12 を表し，dashed dotted線
（緑色）および点線（赤色）は TM21 および T
M
12 を表す．系が対称であるため，B-CML，M-CML
のいずれのモデルにおいても T21 ≃ T12 が成立し，TEは k に対して指数関数的に増大するこ
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図 4 B-CMLおよびM-CMLにおける TEの結合強度 k 依存性
とが分かる．また，k に対して TM > TB の関係が常に成り立っていることが分かる．このこ
とは，B-CMLと比較しM-CMLは素子同士影響を受けやすい系であることを意味している．
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図 5 BM-CMLにおける TEの結合強度 k 依存性
次に，BM-CML における TE の k 依存性を調べた．素子 1 はベルヌーイ写像 (B = 1.0)
であり，素子 2 は変形ベルヌーイ写像 (B = 1.5) である．図 5 より，B-CML，M-CML の
場合と同様に BM-CMLの場合においても，TEは k に対し指数関数的に増大する．ただし，
TBM21 > T
BM
12 となり変形ベルヌーイ写像である素子 2からベルヌーイ写像である素子 1への
情報の流れが，その逆からの情報の流れよりも大きくなっている．このことをより明確化する
ために TEの B 依存性を調べた．図 6は BM-CML(k = 0.05)における TEの B 依存性であ
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図 6 BM-CMLにおける TEの結合強度 B 依存性
る．TBM12 は B に対する依存性がないのに対し，T
BM
21 は B に対し線形に大きくなっており，
結合強度が一定であっても変形ベルヌーイ写像素子の長時間相関が大きくなるにつれ変形ベル
ヌーイ写像素子からベルヌーイ写像素子への情報の流れが大きくなることが分かる．このこと
は，長時間相関をもつ素子の動作に長時間相関を持たない素子が引っ張られることを意味して
いる．　
5 まとめと議論
本研究では性質の異なる 2素子により構成されるカオス結合系において，長時間相関を持つ
カオス素子の特性が他のカオス素子に与える影響を定量的に調べることを目的とし，(1) ベル
ヌーイ写像の結合系 (B-CML)，(2) 変形ベルヌーイ写像の結合系（M-CML），(3)ベルヌーイ
写像と変形ベルヌーイ写像の結合系 (BM-CML)の 3種類の CMLにおける TEを計測し比較
を行った．その結果，B-CMLおよびM-CMLにおいては系の対称性を反映し T21 ≃ T12 を保
ちながら k に対して TE指数関数的に増大することが分かった．次に，BM-CMLにおいては
変形ベルヌーイ写像の素子 2からの TEがベルヌーイ写像の素子 1からの TEより常に大き
く T21 > T12 の関係があることが分かった．このことは，変形ベルヌーイ写像からベルヌーイ
写像へ情報が流れていることを意味する．さらに長時間相関の大きさが素子間の情報の流れに
大きな影響を与えると考え，変形ベルヌーイ写像のパラメータ B に対する TEの依存性を調
べた．その結果，変形ベルヌーイ写像からベルヌーイ写像への TEは B に対して T21 ∝ B と
なることが分かった．これらの結果は長時間相関を持つカオス素子は長時間相関を持たないカ
オス素子へ強い影響を与えることを示唆している．
本研究の結果を踏まえ，大自由度系（ネットワーク含む）での長時間相関を持つカオス素子
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の影響を調べることが今後の課題としてあげられる．
Appendix A 変形ベルヌーイ写像により生成される xt の時系列
の特徴
先行研究 [12, 13]で示されている変形ベルヌーイ写像により生成される時系列 xt の幾つか
の特徴を以下に示す．
まず，xtの軌道不安定性を定量化するリャプノフ指数 λ ≡ limn→∞ 1n
∑n−1
t=0 ln |f ′(xt)|のB
依存性は図 7のように 1.0 < B < 2.5の範囲で λ > 0，B ≥ 2.5の範囲で λ ≃ 0を示す．この
ことから B < 2.5においては軌道不安定性をリャプノフ指数から評価できるが，B ≥ 2.5では
リャプノフ指数のみから軌道不安定性を評価できないことが分かる．次に，ベルヌーイ写像お
よび変形ベルヌーイ写像の典型的な時系列を示す．図 8は (a)ベルヌーイ写像，(b)変形ベル
ヌーイ写像の典型的な時系列である．変形ベルヌーイ写像はベルヌーイ写像と比較し laminar
領域が長くなっている．この原因としてはパラメータ B が大きくなると，写像が湾曲し y = x
に近づくことが上げられる．続いて，この時系列の特徴を把握するため 2 つの時系列につい
てパワースペクトル S(f) ≡ |
∑T−1
t=0 x
t exp(2πitf)|2 を計算した．図 9(a)はベルヌーイ写像，
(b)は変形ベルヌーイ写像のパワースペクトル S(f)の両対数表示である．(a)と比較し (b)は
1/f タイプの揺らぎを示しており，長時間相関を持つ信号の典型的なパワースペクトルを示し
ている．また，カオス力学系の軌道の長時間時系列の統計的性質としてよく用いられる不変測
度 ρ(x) ≡ limT→∞ 1T
∑T−1
t=0 δ(x− xt)の分布を示したものが図 10である．(a)ベルヌーイ写
像では不変測度は ρ(x) = 0.5の一様分布となるが，(b)変形ベルヌーイ写像では凹型に湾曲し
た分布となる．この不変測度の分布は近似的に ρ(x) ∼ 2B−1{(1 + x)1−B + (1− x)1−B}とな
ることが知られている [20]．
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図 7 リャプノフ指数 λの B 依存性
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図 8 典型的な xt の時系列．(a)ベルヌーイ写像 B = 1.0, (b)変形ベルヌーイ写像 B = 2.0
図 9 パワースペクトル S(f)．(a) ベルヌーイ写像 B = 1.0，(b) 変形ベルヌーイ写像 B = 2.0
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図 10 不変測度 ρ(x)．(a) ベルヌーイ写像 B = 1.0，(b) 変形ベルヌーイ写像 B = 2.0
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